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ΘΕΜΑ 1ο
Α. Απόδειξη από τη σελίδα 251 του σχολικού βιβλίου.  
 
Β. Ορισµός στη σελίδα 213 του σχολικού βιβλίου. 
 
Γ. α. → Σ 
 β. → Σ 
 γ. → Λ 
 δ. → Λ 
 ε. → Λ 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο
Α. α. Έστω ,    z x ψi= + x,  ψ R∈

  Αφού εξ υποθέσεως  ( ) ( )z 2λ 1 2λ 1 i= + + − , θα ισχύει: 

  

x 1λx 2λ 1 2(Σ)
ψ 2λ 1 xψ 2 1

2

−
== +⎧ ⎫

⇒⎨ ⎬= − −⎩ ⎭ = −
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  Άρα , οπότε οι εικόνες των µιγαδικών z θα ανήκουν στην ευθεία  ε: . ψ x 2= − ψ x 2= −
 
 β. Έστω Α η εικόνα του ζητούµενου µιγαδικού.  
  Τότε . Άρα  OA ε⊥ ΟΑ ελ λ 1⋅ = −

   και αφού ΟΑ ΟΑλ 1 1 λ 1⋅ = − ⇔ = − ( )Ο 0,  0 ΟΑ∈  η εξίσωση της ευθείας ΟΑ θα είναι 
  . ψ x= −
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  Για να βρούµε την εικόνα Α του ζητούµενου µιγαδικού θα λύσουµε το (Σ) των  
  εξισώσεων των ευθειών ε και ΟΑ 

  (Σ)  
ε :ψ x 2 x 1
ΟΑ :ψ x ψ 1

= − =⎧ ⎫
⇔⎨ ⎬= − = −⎩ ⎭

 
  Άρα ο ζητούµενος µιγαδικός θα είναι ο 0z 1 i= −  
 
Β. Έστω ,   w x ψi= + x,  ψ R∈
 Εξ υποθέσεως ισχύει: 
 2

0w w 12 z+ − =  

  2 2x ψ x yi 12 1 i+ + − − = −

 ( )2 2x ψ x 12 ψi 1 i+ + − − = −  

 Άρα   
2 2 2x ψ x 12 1 x 1 x 13

ψ 1 ψ 1
⎧ ⎫ ⎧+ + − = + + =

⇔ ⇔⎨ ⎬ ⎨
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2 x 4 ή x 3x x 12 0

ψ 1ψ 1
= − =⎧ ⎫+ − =

⇔⎨ ⎬ ==⎩ ⎭
 
 Άρα   ή   w 4= − + w 3 i= +
 
 
ΘΕΜΑ 3ο

A. ,         και   ( ) ( )xf x α ln x 1= − + x 1> − α 0> α 1≠  

 Εξ υποθέσεως ισχύει  για κάθε . ( )f x 1≥ x > −1

 Παρατηρούµε ότι  ( ) 0f 0 α ln1 1= − =

 Άρα ( ) ( )f x f 0≥  για κάθε      x 1> −

 Η f είναι παραγωγίσιµη στο  µε παράγωγο ( 1,  − + ∞) ( ) x 1f x α ln a
x 1

′ = −
+

,  x 1> −



 Άρα υπάρχει το  µε ( )f 0′ ( )f 0 ln a 1′ = − . 

 Το 0 είναι εσωτερικό σηµείο του διαστήµατος ( )1,  − + ∞  και εξ υποθέσεως η f παρουσιάζει 
στο 0 ακρότατο (ολικό ελάχιστο). 

 
 Άρα από θεώρηµα Fermat θα ισχύει: 
  ( )f 0 0 lnα 1 0 lnα 1 α e′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =

 
B. α. Αφού    α e= ( ) ( )xf x e ln x 1⇒ = − + ,  x 1> −

  ( ) x 1f x e
x 1

′ = −
+

,  x 1> −

  ( )
( )

x
2

1f x e
x 1

′′ = +
+

    x 1> −

  Αφού  για κάθε x 1 η f θα είναι κυρτή στο ( )f x 0′′ > > − ( )fA 1,  = − +∞ . 
 
 β. Αφού f κυρτή στο  fA ⇒ f΄   /   ( )1,  − + ∞  

  Παρατηρούµε ότι  ( )f 0 0′ =

  Άρα αν  ( ) ( ) ( )x 0 f x f 0 f x 0′ ′ ′< ⇔ < ⇔ <

  

  ενώ αν  ( ) ( ) ( )x 0 f x f 0 f x 0′ ′ ′> ⇔ > ⇔ >

 
  Αφού  για κάθε ( )f x 0′ < ( )x 1,  0∈ −  και f συνεχής στο ( ]1,  0−  

  ως πράξη συνεχειών  /  ( ]1,  0−  
 
  Αφού  για κάθε ( )f x 0′ > ( )x 0,  +∈ ∞  και f  συνεχής στο [ )0,  + ∞  

  ως πράξη συνεχειώ /  [ )0,  + ∞  
 
 γ. Αφού        /  (  κα /  ]1,  0− [ )0,  + ∞  η f θα παρουσιάζει στο   0x 0=f

  ολικό ελάχιστο στο . ( )f 0 1=

  Άρα γι

  (β,γ∈

  ( )f β >

  (f
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        f
ν         f   
,  

)
0

1

ησ
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ι         f  
) ( )0 0,  +∪ ∞  θα ισχύει ( )f x 1>  και αφού  

 θα ισχύουν: 

 και ( ) ( )f γ 1 f γ 1 0> ⇔ − >  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 x 2 f β 1 x 1 f γ 1 0= ⇒ − − + − − =  

η: 
) ( ) ( )( )x 1 f γ 1+ − −   x R∈  



   
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
g 1 f β 1 0

g 1 g 2 0
g 2 f γ 1 0

⎫= − ⎡ − ⎤ < ⎪⎣ ⎦ ⇒ <⎬
= − > ⎪⎭

 
  Η g συνεχής στο [1, 2] ως πολυωνυµική. 
  Άρα από θεώρηµα Bolzano θα υπάρχει: 
   ( ) ( )0 0x 1,  2 :  g x 0∈ = ⇔

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0x 1 και  x 2

0 0x 2 f β 1 x 1 f γ 1 0
≠ ≠

− − + − − = ⇔  

  ( ) ( )
0 0

f β 1 f γ 1
0

x 2 x 1
− −

+ =
− −

 

 
  Άρα η δοθείσα εξίσωση έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (1, 2). 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο

α. 
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( )
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 Άρα ( ) 1G 0 6 3
2

= ⋅ =  

 

 Άρα ( )
( ) ( ) ( ]

x

0

H x
f t dt 3     x 0,  2G x x

3                                     x 0

⎧
− + ∈⎪= ⎨

⎪ =⎩

∫  

 

 όπου  ( ) ( ) [ ]
x

0
H x tf t dt     t 0,  2= ∈∫

 
 Έστω     ( ) ( )φ t tf t= [ ]x 0,  2∈

 
 Η φ είναι συνεχής στο [0, 2] και γινόµενο συνεχών . 
 
 Άρα η Η είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2] µε παράγωγο ( ) ( )H x x f x′ = ⋅ . 
 



 Έστω     ( ) ( )
x

0
K x f t dt= ∫ [ ]x 0,  2∈

 Άρα η f είναι συνεχής στο [0, 2], η Κ θα είναι παραγωγίσιµη στο [0, 2] µε 
  ( ) ( )K x f x′ =

 
 Άρα η G είναι παραγωγίσιµη στο (0, 2] ως πράξη παραγωγίσιµων.  
 Άρα η G θα είναι και συνεχής στο (0, 2]. 
 
 

 ( ) ( ) ( )
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0x 0 x 0
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= + = + =  

 ( ) ( ) ( )
x 0

3 lim xf x 3 0 f 0 3 G 0
+→

= + = + ⋅ = =  

 αφού η f είναι συνεχής στο [0, 2] άρα και στο 0x 0= . 
 Άρα η G είναι συνεχής και στο 0x 0= , οπότε η G είναι συνεχής στο [0, 2]. 
 
β. Η G είναι παραγωγίσιµη στο (0, 2) ως πράξη παραγωγισίµων µε  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
x

0

H x
G x f t dt 3

x

′ ′⎛ ⎞ ′′ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ = 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

H x x H x x f x H x
f x f x

x x
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γ. Εξ υποθέσεως ισχύει: 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

0 0
t 2 f t dt 0 tf t 2f t dt 0− = ⇔ − =∫ ∫ ⇔

=  ( ) ( )
2 2

0 0
tf t dt 2f t dt 0⇔ −∫ ∫
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1)2 2 2

0 0 0

H 2
G 2 f t dt 3 f t dt f t dt 3 3 G 0

2
= − + = − + = =∫ ∫ ∫  

 
 Η G συνεχής στο [0, 2] από α. 
 Η G παραγωγίσιµη στο (0, 2) από β. 
 
 Άρα από θεώρηµα Rolle θα υπάρχει ( )α 0,  2∈  τέτοιος ώστε  



 ( )
β

2

Η(α)G α 0 0 Η(α) 0
α

′ = ⇔− = ⇔ =  

 
δ. Αφού   και  ( ) [ ] [α 0,  2 0,  α C 0,  2∈ ⇒ ] ( ) ( )0,  α C 0,  2  
 Αφού η G συνεχής στο [0, 2] ⇒  G συνεχής στο [0, α] 
 Αφού η G παραγωγίσιµη στο (0, 2) ⇒  G παραγωγίσιµη στο (0, α). 
 
 Άρα από Θ.Μ.Τ. για τη συνάρτηση G στο [0, α]  ⇒

 υπάρχει ( ) ( ) ( ) ( )G α G 0
ξ 0,  α : G ξ

α
−

′∈ =  

 ( ) ( ) ( )
α

0

Η α
G α f t dt 3

α
= − +∫ ,   ( )G 0 3=  και ( ) ( )

2

H ξ
G ξ

ξ
′ = −  

 

 Άρα ισχύει ( ) ( ) ( )
α

Η(α) 0
0

2 2

f t dtH ξ H α
ξ α α

=

− = − ⇔∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )
α y α2 2

0 0 0
αΗ ξ ξ f t dt α tf t dt ξ f t dt= ⇔ = ⋅∫ ∫ ∫

 
  


