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Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του w είναι κύκλος µε κέντρο ( )K 4,  3−  και ακτίνα
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Το w  αντιστοιχεί στην απόσταση της εικόνας του w, δηλαδή των σηµείων του κύκλου από

την αρχή των αξόνων.
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ΘΕΜΑ Γ
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και f συνεχής στο R, οπότε f γνησίως αύξουσα στο R.
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( )f 1 2 ln 2− = − +  άρα σηµείο καµπής ( )A 1,  2 ln 2− − +
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Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο Α είναι:
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Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο Β είναι:
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Άρα οι εφαπτοµένες της Cf στα σηµεία καµπής Α και Β τέµνονται στο σηµείο
( )Γ 0,  1 ln 2− +  του άξονα y΄y.
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ΘΕΜΑ ∆

∆1. ( ) ( )
x

0

tf x x 3 dt
f t t

= + +
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Θέτουµε ( ) ( )
th t

f t t
=

−
 µε π.ο. hA R=  αφού ( )f t t≠  για κάθε t R∈

H h είναι συνεχής στο R ως πηλίκο συνεχών.

Άρα η συνάρτηση ( ) ( )
x

2 0

tf x dt
f t t

=
−∫  είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο

( ) ( )2
xf x

f x x
′ =
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Η συνάρτηση ( )1f x x 3= +  είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική µε ( )1f x 1′ =

( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= + , άρα f παραγωγίσιµη στο R ως άθροισµα παραγωγίσιµων µε
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∆2. Για να δείξουµε ότι η g είναι σταθερή στο R πρέπει και αρκεί να δείξουµε ότι ( )g x 0′ =

για κάθε x R∈ .

Η g είναι παραγωγίσιµη στο R ως διαφορά παραγωγίσιµων µε

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )g x 2f x f x 2f x 2xf x 2f x f x x 2f x′ ′ ′ ′= ⋅ − − = − − =
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Άρα η g είναι σταθερή.

∆3. Αφού ( )g x c=  για κάθε x R∈  και ( ) ( )( ) ( )2 2g 0 f 0 2 0 f 0 3 9= − ⋅ ⋅ = = ,

θα ισχύει ( )g x 9=  για κάθε x R∈ .

Άρα ( )( ) ( )2
f x 2xf x 9− =
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Και αφού η συνάρτηση ( )f x x−  είναι συνεχής στο R ως διαφορά συνεχών, θα ισχύει:

( ) 2f x x x 9− = +     ή    ( ) 2f x x x 9− = − +



( ) 2f x x x 9= + +     ή    ( ) 2f x x x 9= − +

( )f 0 3=   δεκτή                ( )f 0 3= −  απορ.

Άρα ( ) 2f x x x 9= + +

β’ τρόπος

( ) ( )2f x 2xf x 9 0− − =
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Αφού f συνεχής στο R και ( ) ( ) 2f 0 3 f x x x 9= ⇒ = + +
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+
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<
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∫ ∫ ∫ ∫

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )
x

α
h x f t dt= ∫ ,   x R∈

Αφού η f είναι συνεχής στο R, η h είναι παραγωγίσιµη στο R µε ( ) ( )h x f x′ =  για κάθε
x R∈ .

Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.

Από Θ.Μ.Τ. για την h στο [ ]x,x 1+  θα υπάρχει ( )1ξ x, x 1∈ + , τέτοιο ώστε

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x 1 x x 1

1 α α x

h x 1 h x
h ξ f t dt f t dt f t dt

x 1 x
+ ++ −

′ = = − =
+ − ∫ ∫ ∫



Από Θ.Μ.Τ. για την h στο [ ]x 1,x 2+ +  θα υπάρχει ( )2ξ x 1,x 2∈ + + , τέτοιο ώστε

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x 2 x 1 x 2

2 α α x 1

h x 2 h x 1
h ξ f t dt f t dt f t dt

x 2 x 1
+ + +

+

+ − +
′ = = − =

+ − + ∫ ∫ ∫

( ) ( )h x f x′ =  για κάθε x R∈

( ) ( ) ( )
2

2

2 2

2x x 9 xh x f x x x 9 1
2 x 9 x 9

′ + +′′ ′= = + + = + =
+ +

,  x R∈

•    Αν x 0≥  τότε 2x 9 x 0+ + >  και 2x 9 0+ >  άρα ( )f x 0′ >

•    Αν x 0<  τότε ( ) ( )
2 22 2 2x 9 x 0 x 9 x x 9 x+ + > ⇔ + > − ⇔ + > − ⇔

     2 2x 9 x 9 0+ > ⇔ >  ισχύει και 2x 9 0+ >  άρα ( )f x 0′ >

Άρα ( )f x 0′ >  για κάθε x R∈ .   Άρα f  στο R.

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2x ξ x 1 ξ x 2 f ξ f ξ h ξ h ξ′ ′< < + < < + ⇒ < ⇔ < ⇔

( ) ( )
x 1 x 2

x x 1
f t dt f t dt

+ +

+
⇔ <∫ ∫

f


